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L ‘argumentation mathématique

precurseur problématique
de la démonstration
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Un postulat

L' argumentation est un discours
oriente, il vise la validité d’'un énoncé
intentionnel, il cherche a modifier un jugement
critique, il analyse, soutient et défend
Argumenter est un acte
gui structure la socialisation
qui instrumente le langage
qui change la valeur épistémique d’'un énonce
qui modifie le rapport a lajconnaissance

caractérisée par le couple

[énoncé, argumentation]
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Un cadre, l'institution

Cycle 2

- « Le discours produit est argumente et prend appui sur des
observations et des recherches et non sur des croyances. »

Cycle 3

- « Les mathématiques contribuent a construire chez les éleves l'idéee
de preuve et d'argumentation. »

Cycle 4

- Demontrer : « utiliser un raisonnement logique et des regles établies
(propriétés, théoremes, formules) pour parvenir a une conclusion »
- « moyen mathématique d’acces a la vérité » en donnant a voir
« les différentes étapes d’'une preuve par la présentation, rédigée
sous forme déductive, des liens logiques qui la sous-tendent. »

- « défendre ses jugements en s’appuyant sur des résultats établis et
sur sa maitrise de I'argumentation ».
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Une problematique complexe

« |l n’est pas question de démontrer tous les théoremes ou
proprietés figurant au programme »

« Afin de ne pas détourner de la résolution de probleémes les éleves ayant des
difficultés a entrer dans les codes de rédaction d’'une démonstration, il importe de
valoriser les productions spontanées, écrites ou orales, issues des phases de

recherche et d’expérimentation. »

Le travail de la classe comprend ainsi « des temps de mise en
commun et d’'argumentation permettant de produire une preuve et
des temps de mise en forme (demonstrations rédigees) »
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Une problematique transversale

Argumentation, preuve et demonstration sont les mots clés
d’'une méme problématique - la validation

qui traverse I'enseignement obligatoire

Finalite educative
- distinguer croyance et connaissance

Finalite didactique

- repondre a la question du vrai en mathématique

- distinguer argumentation, preuve, démonstration

-~ comprendre la démonstration comme type de preuve

Des questions
- Définition des termes (argumentation, preuve, démonstration)
- Tensions entre prouver et comprendre (expliquer)
- Tensions entre convaincre et persuader (interactions humaines)
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Vocabulaire — raisonnement, explication

Raisonnement

« organisation de propositions qui est orientée vers un énoncé-cible pour modifier la
valeur épistémique que cet énonce-cible a dans un etat de connaissance donne, ou
dans un milieu social donné, et qui, par voie de conséquence, en modifie la valeur
de vérité lorsque certaines conditions particulieres d’organisation sont remplies »

- modifier la valeur épistémique d’'un énoncé-cible

« La question de la valeur épistémique résolue, se pose celle de la construction de la cohérence ou
appartenance de la nouvelle production au systeme de connaissance. »

Explication

« L'explication n'a pas pour but la modification de la valeur épistémique d'un
enonce-cible : elle ne s'appuie pas du tout sur les valeurs epistemiques des
propositions mobilisées, mais seulement sur leur contenu. »

—~ systeme de relations au sein duquel
I’énoncé a expliquer trouve sa place
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Vocabulaire — argumentation ... démonstration

Argumentation - vraisemblance et conviction (autrui / soi-méme)
Explication - validité

Explication (validité) + Discours (orientation, intention, critique)

argumentation acceptée collectivement - Preuve
forme particuliere de la preuve en mathématiques > Démonstrations

pI'iVé Espace de transition publlC
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Vocabulaire — argumentation ... démonstration

Discours (orientation (vers les autres),

argumentation heuristique intention (faire accepter la validité),
- cible (valeur épistémique) critique (anticiper objections et accords))
._8 argumentation validée collectivement
= - certaines ne le seront pas et
— N i . ’ .
2 licitati sati subsisteront dans I’espace collectif de
G explicitation, organisation débat (conjecture)
= au sein d’un systeme de |
connaissance Argumentation satisfaisant la
norme de la démonstration
. V4 .
privé Bspace | public
® < — °
 d
7’
/ v

¥
I argumentation . ,
\ preuve Le fait qu'une

preuve explique
peut étre

- non partagé

- partagé
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Vocabulaire — argumentation ... démonstration

Argumentation - vraisemblance et conviction (autrui / soi-méme)
Explication - validitée

Explication (validité) + Discours (orientation, intention, critique)

Argumentation rhétorique vs heuristique
Explication épistémique vs ontique

« [...] while the content of any particular proof is the fruit of a person’s
epistemic work, it can be separated as an object independent of a
particular mind. Other people can read this proof and be convinced by
it. This leads us to the question whether showing why a theorem is true
is a feature of the proof itself or a feature of communicative acts, texts

or representations. »
(Delariviere, Frans, & Van Kerkhove, 2017. p.3)
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Vocabulaire — argumentation et valeur des énonces

A(gem‘ = soi, un autre, les autres

Argumentation rhétorique vs heuristique

rhétorique - convaincre un agent
heuristique > progresser dans la résolution d’'un probleme

o dans un état donné des connaissances
o dans un contexte donné
- modifier la valeur épistémique d’'un énoncé

Valeur épistémique vs ontique
épistémique - implique la compréhension d’'un agent
ontique = indépendance de la compréhension d’'un agent
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lllustration 1 — aire et périmetre

Cycle 4, les éléves travaillent en binbmes

Dans une classe, les éleves travaillent sur
I'aire et le périmétre d'un rectangle. Voici ce
qu'en disent certains d'entre eux :

- (David: deux rectangles qui ont le méme] oul, car ils ont le méme périmétre donce ils
périmetre ont la méme aire. Somnt [swmf/z%r[&[&zfs/ Sinon ils n'auraient pas
- Suzanne: deux rectangles qui ont la méme la wméme aive, car la suriace est délimitee par
aire _O”_t le méme périmetre . , le périnétre done comme e périmétre est [lel
- Guy: si on augmente le périmetre d'un méme, L'aive est la méme.
rectangle son aire augmente aussi.
- Serge: si on augmente l'aire d'un rectangle
son périmetre augmente aussi.
- Birigitte: tous les rectangles qui ont une aire Théoreme-en-acte : si deux formes sont
de 36cm ont un périmetre qui ne fait pas différentes alors les mesures qui leurs sont
moins de 24cm. associées le sont aussi.

- Louise: pour tout rectangle il en existe un
autre qui a la méme aire mais dont le
périmetre est plus grand.

Que pensez-vous de ce que raconte chacun
de ces éléves : étes-vous d'accord ou non?

Expliquez pourquoi.
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lllustration 1 — aire et périmetre

Cycle 4, les éléves travaillent en binbmes

Dans une classe, les éleves travaillent sur
I'aire et le périmétre d'un rectangle. Voici ce
qu'en disent certains d'entre eux :

David: deux rectangles qui ont le méme
périmetre ont la méme aire.

Suzanne: deux rectangles qui ont la méme oul, car la délimitation e la surtace va éerve
aire ont le méme périmetre .

Guy: si on augmente le périmetre d'un aug y@gy\btgg done 4 surfl ace va ccr e aug ymentee
rectangle son aire augmente aussi. AUSSL m/ les mombres qui se¢ mul&plwyuf

. (Serge: si on augmente I'aire d'un rectangle| G4 S‘ajoutent [ ... 1 ben ous, parce que quand
son périmétre augmente aussi. tu augmentes le périmetre, La longueur et la
Brigitte: tous les rectangles qui ont une aire largeur augmentent. Donc lorsqu'on les

de 36¢cm ont un périmetre qui ne fait pas multiplie tous les dewx, ¢a augmente AussL.
moins de 24cm.

Louise: pour tout rectangle il en existe un
autre qui a la méme aire mais dont le

Aere ‘
périmetre est plus grand. @ W"@‘&' i 0
3 xX(, . -
Que pensez-vous de ce que raconte chacun ' “*‘ﬁ?"‘\" v *") xE| A
de ces éléves : étes-vous d'accord ou non? on. - Labe. Q1L AL

Expliquez pourquoi.
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Connaissance, conception, argumentation

Conception surface-contour IS pnt Le méme pfﬂmffré aonc [Ls spnt
- cadre spatio-graphique Lsomfmégafs Suon ls n'awratent pas la
méme aire, car la surface est délimitée par le
pe Crivnltre domne cormmmeé Le pémmftrf est [le]
meéne, L'alve est la meéne.

- perception de la forme

. : Ce s La délimitation de la swriace va étre
Conception _alre-p.erlmetre augmentée aonce la surface va etre augmentss

- cadre arithmetique aussi L4, les nombres qui se mudtiplient ...

- formules qui 5’@0%#5%& [...1 ben oui, parce que ég%ﬂmﬂ/
tu augmentes le périmétre, la longuewr et la
largeur augmentent. Donc lorsqu'on les
multiplie tous les deux, ¢a augmente ausst.

Une connaissance = de multiples conceptions
—> activées selon le probleme a résoudre.
—> distinguées par les moyens de représentation et les
structures de controéles (choix, jugements, décisions)
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lllustration 2 — ou il est question de limite

A partir d'un segment AB, on construit un cercle ayant

AB comme diamétre. Partager AB en deux parties égales,
AC et CB. On construit deux cercles ayant pour diamétres
respectivement AC et CB. On continue a découper les
segments résultant en deux moitiés, et on construit _
sur ces parties les cercles ayant pour diameétres ces segments. A
Comment varie la longueur totale des périmeétres ?
Comment varie l'aire totale des cercles ?

Vincent : I'aire est a chaque fois divisée par deux...et a la limite?

A la limite c'est une droite, confondue avec le segment de départ ...
Vincent : elle tend a zéro [...] oui mais alors le périmétre ?

Ludovic: non, le périmetre est toujours le méme

Vincent : au pire le périmétre il tombe jusqu'a deux fois le segment
Vincent : si on fait tendre a zéro l'aire on fait tendre le périmétre aussi
Ludovic: Je finis la premiére démonstration

... je ne sais pas...
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lllustration 2 — ou il est question de limite

Cadre algébrique

T Vincent
conception

Ludovic - formule ‘ arlthmel’qque
Conception algébrique symbolique

G'ire/périmétre \

//q‘
/\f

\\‘j/
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Types d’'argumentation / preuve

David Tall et al., 2011
-« Children or novices do not initially think deductively. »
- « ltis only much later—usually at college level—that axiomatic formal proof arises in terms of

formal definitions and deductions »

—to rethink the nature of mathematical proof and to consider the use of different
types of proof related to the ﬂnitive development of the individual.

pas seulement - problématique épistémique

Piaget
Le développement de la pensée représentative passe par deux grandes étapes
caractérisées par la nature des rapports aux objets qu’elle considére et par la
nature des structures logiques qui sous-tendent les conduites et les notions des
sujets.

Quelles types de preuves disponibles avant I'apprentissage de la
démonstration ?

Quelle place leur donner dans I'enseignement ?
Quels interactions entre argumentation et conceptions ?
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Types d’'argumentation / preuve

empirisme naif

expérience cruciale

exemple générique

expérience de pensée

calcul sur les énoncés

validation

preuves
pragmatiques

preuves
intellectuelles

démonstration

Il ne s’agit pas de caractériser I'éleve, mais de qualifier
une validation qui est assujettie au connaissances, a la
situation, a une logique de la pratique (fut-elle théorique)

La signification d’un processus de validation ne peut
élre saisie sans I'examen des conceptions que les
éleves mobilisent, et celle de la lecture qu'ils font de
la situation dans laquelle ils se trouvent.

B nature de la S
formulation 2 validation
connaissance

moyens d'action

/ \ unité de la

vd | Preuve
4 N etdu
représentation controle

Comprendre le lien entre connaissance et preuve
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Exemple genérique

explicitation des raisons de la
validité d'un énonce par la
réalisation d'opérations sur un
objet bon représentant d'une
classe et non présent pour

lui-méme.
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* dans un polygone a & sommets, L

part 2 diagonales par sommets
done il part 1€ diagonales, mals
une diagonale jolnt dewx polnts il
W'y a que 9 diagonales 1 18:2=9
et de méme avee 7 sommmets €, 9,
10, 11, ¢ete.

alors 0 7 sommets L partiva 4
diagonales par sommet

o chague fois que Lon ajoute un
somummet au précédent polygone on
ajoute une diagonale par sommet
aux précéoentes diagonales et on
divise par deux Le wontbre de toutes
les dingonales et on trowve Le
nomlbre de diagonales du

polygone.
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Exemple genérique

Coordination de plusieurs
modalités :

- discours,
- visualisation
- gestes

> mouvement d’abstraction
et de modélisation

Contexte : étude des propriétés des
nombres liées a la parité.

Niveau : début du cycle 3 (environ 10 ans),
Singapour

pair+pair

(tout en dessinant) donc il
y a une paire dans 3 et
deux paires dans 5 puis...
comme tu peux le voir... il
y a toujours un un de
coté... alors si tu les mets
ensemble... c’est une
autre paire. Donc c’est
égal a un autre nombre
pair.

Impair+impair

Parce que le nombre
impair a un reste mais le
nombre pair n’a pas de
reste. Donc si tu mets le
reste de coté, alors les
deux s’additionnent, et
plus le reste c’est égal a
un nombre impair.

“(draws) so there is one pair
in 3 and two pairs in 5 and
then ... as you can see right...
there is one... there is always
an odd one out ... so if you
plus them together ... it's
another pair. So it equals to
another even number.” -

Jarle

“(0 + E) Because the odd
number has a remainder but
the even number does not
have a remainder. Then if you
put the remainder
somewhere, beside, aside
first, then both of them add
together, then plus the
remainder equals to an odd
number.” - Stacy
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Exemple genérique

Défi de la représentation

[4 5 -
> des objets 4 TR ’{2 " 10-253
: .4 =2
- des relations doe (Zt- 10) *E’iﬂ-?jl 5
Explicitation des raisons (tos-o) =20

WY o e al dwea 2 o 2 pamd
Trec B 8 440 dns-«t. “p rc,"v,.;‘: P
L PN N S |
Aamdina Vouns eaa
généralisation et soa oo égple 220,
construction du

caractere probatoire

réthorique - heuristique
épistémique - ontique

Exemple repris de Balacheff 1976
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Le langage, mais pas seulement...

Un texte d’exercice en classe de Quatriéme :

Tracer un cercle @ de centre O et de rayon 3 ecm. Tracer un A K c/
diameétre [AB]. Placer deux points K et L sur le cercle Ctels
que K et L sont dans le méme demi-plan de frontiére (AB).
1) Démontrer que les triangles AKB et ALB sont
rectangles. L

2) Les droites (AK) et (BL) se coupent en C. Les droites
(AL) et (BK) se coupent en H. B

Démontrer que (CH) est perpendiculaire a (AB).

1) On sait que AB col un diamélie, K of L sont placés dans un méme demi-
sk ol ool st
« Nest-il pas préférable de le ir&iwﬁf“ 7 P R -
laisser s’exprimer dans son Bscs AR ik s sl tuokiigls i .
langage ? » ALB ool wn biangfe seolangfe on L.
, K sl e (ALY
« analyser cette réponse, dans son gt o Oissoack [J’M“”' .
langage, afin de détecter les ) S tm,ﬂﬂfe feo 8 Raulewss se coupent en un seid point qui o appolle
éléments positifs de son Corthocentse
Daone : (CH) L (AB).

discours. »

—> analyser le processus et la production dans le référentiel de I'éleve
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Le langage, mais pas seulement...

« L'anticipation de la validation est fondamentalement
dans la constitution du projet de I'éleve, y compris pendant
la phase de reésolution »

- choix de la méthode / stratégie

- conduite de la résolution

- fin de résolution

- interprétation [distinction résultat/réponse]

-~ Structure de contrdle : ensemble des moyens et
procédures pour juger, verifier, choisir, valider

- décider



Balacheff 1995/2017 & Gaudin 2005 Nicolas Balacheff, CORFEM - Strasbourg, juin 2019 23/ 32

Le langage, mais pas seulement...

action, formulation, validation
iInterdépendants

au sein du complexe
- problemes (finalité)
- systémes de représentation
- opérations disponibles
de validation

Structure de contrble

ensemble hiérarchisé de moyens et procédures pour juger, vérifier,
choisir, valider
- Les contrdles référents guident la recherche de solution
Les contréles d’instrumentation guident le choix des opérateurs
Les contréles locaux garantissent le bon usage d’un opérateur
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Le langage, mais pas seulement... EXpérienCe mentale

L'action est invoquée en la © En sachant le nombre ole
detachant sommets d'un polygone, Ll

- de sa réalisation sur un objet ~ PArtira de chague polnt, Le
particulier, nombre de sommets — (ses deux

. volsins + Llut-méme
- de son contexte anecdotique )

* (L faut meultiplier ce quon a
- de son auteur trowveé par Le nombre de
F%ﬁ;‘f A i e, el e sommets (par chague sommmet
b op EA zgrra\m}'/ & . ) N
ol sy (e ame iy Ll PAVE Le Bme nontlore ole
S diagonales)

e m e i bt © Mals on compte chague

ot e i dingonale dewx fols. Le nombre
5, co b oitte de diagonales est done b

S bt g b = iy B diviser par deux et on obtlent

PRty i une fols chague diagonale.

expression d’'une action intériorisée sur des objets désignés
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Le langage, mais pas seulement. .. Expérience mentale

.. L suffit de fatre volr que La courbe qui a pour
Equation y=Ax) rencontrera une ou plusieurs fols La
drotte qui a pour équation y=b dans l'intervalle
compris entre Les ordonmnées qui correspondent aux
abscisses x, et x; or c'est évidemument ce qui awra Liew
dans U'hypothese admise.

En effet, La fonction Ax) étant continme entre Les
Limites x=x, et x=x, la courbe qul a pour équation
Y= %) et qui passe 1°par Le polnt correspondant aux
coordonnées x, Ax,), =° par Le polnt corvespondant aux
coordonnées x, et Ax,), sertt continue entre ces deux
polnts; et, comme Lordonnée constante b de La droite
qul a pour Equation 5=b se trouve comprise entre Les
ordonnées Ax,), Alx,) des deux polnts que L'on
considere, La droite passera nécessatrement entre ces
deux points, ce qu'elle ne peut fatre sans remcontrer
dans l'intervalle La courbe ci-dessus mentionnge.

Cauchy, cours d’analyse de 1821

Remarque sur le théoreme des valeurs
intermédiaires.

. La notion of variable domine celle
de fonction (variable dépendante)
avec une conception dynamique
de la convergence qui influe sur
celle de limite et de continuité.

. La continuité est définie sur un
intervalle et non en un point, elle
est intimement liée a la perception
de la continuité graphique de la
courbe.

. Les quantificateurs ne sont pas
disponibles (il faut attendre le XX°
siecle)

L'analyse est menée en prenant en
compte la situation, technique et
epistémologique, des mathématiques
dans la premiére moitié du XIX° siécle.
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ContrGle, preuve et validation  synthese

Structure de contrdle : ensemble hiérarchisé de moyens et
procedures pour juger, verifier, choisir, valider

ot — — Privé argumentation
o i
gs / heuristique
= - Oy
= Controle référent
&03" Controle d’instrumentation = =)
N Controle local I
~ ~
écart structuiel > V
_~l< Explication
'S =3
o, ..
¢ L . heuristique
\ 5. [ | | | || | | | 1
~|8 < Argumentation 4
rhétorique

Public
Preuve (actuel ou potentiel)
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De I'importance de la situation

| N La résolution engage des interactions
N\ avec un milieu matériel ou immatériel.

Z=

=

La validation, collaborative ou
délibérative, implique le locuteur
L (proposant/actant) et I'auditeur
L/ (opposant/ rétroactant)

/

T4
k opposant

Q proposant

Milieu pour la , . .
validation -~ Partage d’'un reqistre langagier

-~ Partage de regles de debat

| . i ” k
¢ ~ | 6 IACtivité

« Construire un triangle et justifier que la somme des mesures de ses trois angles est égale a 180°.
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lllustration 3 — la somme des angles d'un triangle

(1)
Chacun trace et 5
X
mesure sur son x
triangle
160 172 176 177 178 180 181 182 184 185 186 189 190 198 231
2 A
( ) Un meéeme 163 X
triangle 180 XXXEX XXXXX XXXEX XXXXX X
oy 181 XX
photocopié e x
pour tous
(3)
Collectivement

: afltl(ﬁpfr IT Conjecture 180°
résulta
N S—_
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lllustration 3 — la somme des angles d'un triangle

Option 1 : construire les regles

Neutralité vis-a-vis des éleves qui pensent que la valeur de la
somme des angles dépend de la forme du triangle ; [égitimité du
doute : réfuter l'invariant ou en produire une preuve ?

Prévalence de 'action sur la regle - la découverte d’'une preuve
accepteée collectivement détourne du besoin de regles.

valldé pour Le trinngle vectangle
(« moltié » du rectangle)

Option 2 : donner les regles

Les regles du jeu du débat sont données a priori, I'enseignant se
trouve de fait en position de juge.

L'injonction de prouver - sensibilité a I'instrumentalisation des
regles au service d’un jeu social plus large.
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Argumentation, precurseur problematique

Rhétorique
Heuristique }_l/
Prendre la preuve comme objet
- Normalisation du discours
~>Dépersonnalisation
—Décontextualisation

—Détemporalisation
- Normalisation de la référence

Théoreme = {théorie, énoncé, démonstration}

Mariotti \ J

Instituer des formes de preuve
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Argumentation, precurseur problematique

Japon - organisation quasi-axiomatique (choix des propriétés
fondamentales, construction d’un systeme)
Quasi = certaines propriétés introduites par ’'observation ou admises...

France - organisation locale (répertoire de théoremes et propriétés,

pas d’ensemble distingué comme tel)
Utilisation des preuves pour établir des relations entre propriétés ou
objets géométriques.

> Normalisation de la référence

Théoreme = {théorie, énoncé, démonstration}

Mariotti \ ,

Instituer des formes de preuve
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Argumentation, precurseur problematique

Rhétorique
Heuristique }_l/
Prendre la preuve comme objet
- Normalisation du discours
- dépersonnalisé
- décontextualisé

- atemporel
-> Normalisation de la référence

Création d’une norme socio-mathématique
@ Institutionnalisation ?
O
preuve

Un atout :

Faible distance discursive entre argumentation et démonstration
(Duval 1992)
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